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Résumé
On montre que si une variété riemannienne admet un revêtement universel à géométrie bornée et si 0 est
hors du spectre ou un point isolé du spectre du laplacien sur les formes de degré  alors il existe 1 < p < 2
tel que pour tout p < r < p′ la décomposition de Hodge–de Rham pour les formes Lr soit vraie (p′ désigne
le conjugué de p).
© 2010 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
MSC: primary 22E30; secondary 43A80, 43A90, 60B99
Mots-clés : Cohomology L2 ; Décomposition de de Rham ; Forme harmonique Lp
1. Introduction
Soit M une variété riemannienne, complète de dimension n, avec un élément de volume dσ .
Si  est un entier, 0  n, on note C∞0 (ΛM) l’espace des -formes différentielles sur M ,
de classe C∞, à support compact. Pour tous ω ∈ C∞0 (ΛM) et x ∈ M on désigne par ‖ωx‖ la
norme de ωx induite par la structure riemannienne.
Si 1 p < ∞, soit Lp(ΛM) le complété de C∞0 (ΛM) pour la norme
‖ω‖pp =
∫
M
∥∥ωx∥∥p dσ(x).
Si ω est une forme mesurable et presque partout bornée on pose
‖ω‖∞ = esssupx∈M ‖ωx‖.
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Lq(ΛM), on note ‖T ‖p→q la norme de l’opérateur T .
Rappelons que M est à géométrie bornée si pour tout x ∈ M il existe un difféomorphisme
ψx de la boule unité de Rn sur la boule unité de M centrée en x avec un contrôle uniforne des
dérivées de ψx .
Désignons par d l’opérateur de dérivation extérieure sur M et δ son adjoint au sens du produit
scalaire sur L2(ΛM) induit par la mesure dσ .
Soit  = dδ + δd le laplacien de Hodge–de Rham sur M . D’après un théorème de de Rham
toute forme ω de carré sommable (ω ∈ L2(ΛM)), de degré , s’écrit de façon unique comme
ω = ω1 + ω2 + ω3
où ω1 est adhérent à l’image dC∞0 (Λ−1M), ω2 est adhérent à l’image δC∞0 (Λ+1M), et où ω3
est harmonique (ω3 = 0). Par la suite c désignera une constante positive dont la valeur nous
importe peu et τ est une constante qui intervient pour la première fois à la page 3 et sera la même
par la suite.
On désignera par Hp l’espace des formes harmoniques de Lp(ΛM).
Le but de cette note est de généraliser, dans la mesure du possible, cette décomposition à
Lp(ΛM), pour p = 2. Plus précisément on prouvera l’énoncé suivant :
Théorème. Soit M une variété riemmenienne complète. On suppose que
(i) M admet une revêtement M˜ à géométrie bornée.
(ii) 0 est un point isolé du spectre de  sur L2(ΛM) ou 0 n’appartient pas au spectre de .
Alors il existe des réels p1 et p2, 1 < p1 < 2 < p2 tels que pour tout p1 < p < p2, toute forme
ω ∈ Lp(ΛM) s’écrive de façon unique :
ω = dω1 + δω2 + ω3
avec
ω3 = 0, ‖ωi‖p  c‖ω‖p (i = 1,2,3),
‖dω1‖p  c‖ω‖p, ‖δω2‖p  c‖ω‖p.
Remarque. Un rapporteur nous a signalé que Y.A. Kordyukov a obtenu des résultats dans cette
direction. Il a aussi établi des estimations à priori sur les variétés riemanniennes. Il convient de si-
gnaler que de telles estimations à priori ont été établies dans [5,6]. Elles dateur d’ailleurs de 1984
(preprint d’Orsay). Elles ne sont pas utilisables ici car M n’est pas supposée à géométrie bornée.
Le théorème énoncé ci-dessus a pour origine une question de P. Pansu. Les deux rapporteurs
nous ont signalé des coquilles dans le texte inital ; nous les en remerçions.
2. Démonstration du théorème
D’après la décomposition de de Rham–Hodge
L2
(
ΛM
)= dC∞0 (Λ−1M)⊕ δC∞0 (Λ+1M)⊕H2
où C∞0 (ΛM) est l’espace des formes différentielles C∞ à support compact, et où H2 est l’es-
pace des formes harmonique de carré intégrables. On note H la projection orthogonale sur H2
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-formes, alors pour toute forme ω ∈ L2(ΛM), on a :
Hω = lim
t→+∞P

t ω.
Idée de la preuve du théorème. On commence par montrer que si H est le projecteur sur la
composante harmonique de L2(Λ(M)), il existe 1 < q0 < 2 tel que pour tout q0 < p < q ′0 il
existe une constante c telle que
‖Hω‖p  c‖ω‖p.
Dans une seconde étape, on montre que :
∥∥∥∥∥
∞∫
0
P t (1 − H)ωdt
∥∥∥∥∥
p
 c‖ω‖p, p1 < p < p2
où P t est le noyau de la chaleur sur les formes -formes. Soit ω0 = (1 − H)ω. On veut voir que
si l’on écrit ω = Gω+Hω = δdG(1 −H)ω+ dδG(1 −H)ω+Hω, G(1 −H) = ∫ ∞0 P t (1 −
H)ωdt alors∥∥δdG(1 − H)ω∥∥
p
 c‖ω‖p et
∥∥dδG(1 − H)ω∥∥
p
 c‖ω‖p.
Par exemple, si ω0 = (1 − H)ω
dδGω0 = dδG(1 − H)ω
= dδ− 12 − 12 ω0
= − 12 dδ− 12 ω0
= − 12 dδ− 12 ω0
et
‖dδGω0‖p 
∥∥− 12 d∥∥
p→p
∥∥δ− 12 ω0∥∥p  c‖ω‖p.
Pour prouver le théorème, on aura besoin du lemme suivant :
Lemme 1. Sous les hypothèses du théorème, il existe q0 < 2 tel que, pour tout q0 < p < q ′0,
‖Hω‖p  c‖ω‖p.
Preuve. L’hypothèse (ii) montre qu’il existe c > 0 vérifiant 〈ω ,ω〉 c‖ω‖22 pour toute forme
orthogonale à H2. On note H⊥2 le supplémentaire orthogonal de H2 ; alors la norme de P t
restreinte à H⊥2 satisfait :∥∥P t ∣∣H⊥
∥∥
2→2  ce
−τ0t avec τ0 > 0.
Si l’on écrit ω = ω′ + ω′′, avec ω′ ∈H⊥2 et ω′′ ∈H2, on voit que :∥∥P t ω′∥∥2  ce−τ0t
∥∥ω′∥∥2 → 0 quand t → +∞,
P t ω
′′ = ω′′ et Hω = ω′′ = lim P t ω.t→+∞
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ω − Hω = −
∞∫
0
∂
∂s
P s ω ds.
Cette expression a un sens si ω est C∞ à support compact, car ∂
∂s
P s ω = ∂∂s P s ω′ dans l’écriture
précédente ; dans la décomposition spectrale, ∂
∂s
P s ω correspond à la fonction λe−tλ pour λ > c
et, si t > t0, cette fonction est bornée par ce−τ1t , par conséquent :∥∥∥∥∥−
∞∫
0
∂
∂s
P s ω ds
∥∥∥∥∥
2

∥∥P t0ω − ω
∥∥
2 +
∥∥∥∥∥
∞∫
t0
∂
∂s
P s ω ds
∥∥∥∥∥
2
 ‖ω‖2 + c
∞∫
t0
e−τ1t dt‖ω‖2.
On choisira t0 par la suite ; nous avons
ω − Hω = −
t0∫
0
∂
∂s
P s ω ds −
∞∫
t0
∂
∂s
P s ω ds.
Débarrassons nous du terme le moins gênant : pour tout 1 p < ∞,
∥∥∥∥∥
t0∫
0
∂
∂s
P s ω ds
∥∥∥∥∥
p
= ∥∥P t0ω − ω
∥∥
p
 c‖ω‖p.
Nous avons utilisé implicitement l’inégalité ‖P t0ω‖p  ect0‖ω‖p qu’on peut trouver dans [5].
Par ailleurs, en utilisant la propriété du semigroupe :
∞∫
t0
∂
∂s
P s ω ds =
∞∫
t0
2
∂
∂s
P 
s+ t02
ωds =
∞∫
t0
4
Pt0
4
◦ P 
s+ t04
ωds.
On a déjà vu que∥∥∥∥ ∂∂s P s+ t02 ω
∥∥∥∥
2
 ce−τ1s‖ω‖2; on prend τ = inf{τ0, τ1}. (2.1)
Montrons que :∥∥∥∥ ∂∂s P s+ t04 ω
∥∥∥∥
1
 ceαt‖ω‖1 avec α > 0. (2.2)
On a :
P 
s+ t04
= P t0
4
◦ P s ,
∂
∂s
P 
s+ t02
= Pt0
4
◦ P 
s+ t04
.
De plus, d’après [5], on a l’inégalité :
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On veut examiner Pt0
4
sur L1(ΛM). Il suffit de l’examiner sut L∞. Soit ˜ le laplacien sur les
-formes sur M˜ et P˜ t la solution fondamentale de l’équation de la chaleur associée. One note
π : M˜ → M le revêtement, de sorte que∥∥Pt0
4
ω
∥∥∞ =
∥∥˜P˜ t0
4
πω
∥∥∞.
Mais d’après [4], comme M˜ est à géométrie bornée, on a :
∥∥˜P˜ t0
4
(x˜, y˜)
∥∥ ce− 2ρt0 δ˜(x,y)
où δ˜ est la distance riemannienne sur M˜ et ρ une constante qui ne dépend que la géométrie de M˜ .
De plus,
Vol
(
Bx(r)
)= ∣∣Bx(r)∣∣ ceγ r ,
γ ne dépend que de la géométrie de M˜ . On veut voir que∫
M˜
e
− ρ
t0
δ˜(x,y)
dσ (x) < c et
∫
M˜
e
− ρ
t0
δ˜(x,y)
dσ (y) < c,
où c ne dépend que t0 et ρ. On note {x, e−
ρ
t0
δ˜(x,y)
> α} l’ensemble des points x de M˜ tels que
e
− ρ
t0
δ˜(x,y)
> α. On calcule pour cela la fonction de répartition à y fixé, puis à x fixé, et l’on
trouve :
∣∣{x, e− ρt0 δ˜(x,y) > α}∣∣ c
(
1
α
) γ
2ρ t0
,
∣∣{y, e− ρt0 δ˜(x,y) > α}∣∣ c
(
1
α
) γ
2ρ t0
.
Si γ2ρ t0 < 1 on voit que l’on a l’inégalité souhaitée. Ce qui entraine que :∥∥˜P˜ t0
4
πω
∥∥∞  c‖ω‖∞
et
∥∥Pt0
4
ω
∥∥∞  c‖ω‖∞,∥∥Pt0
4
ω
∥∥
1  c‖ω‖1.
Pour p = 1, on voit que :∥∥∥∥ ∂∂s P s+ t02 ω
∥∥∥∥
1
= ∥∥Pt0
2
P s ω
∥∥
1  c
∥∥P s ω∥∥1  c1eαt‖ω‖1. (2.4)
Si p = 2, on a vu précédemment (2.1) que∥∥∥∥ ∂ P s ω
∥∥∥∥  ce−τ t‖ω‖2. (2.5)∂s 2
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estimer la norme :∥∥∥∥ ∂∂s P s+ t04 (ω)
∥∥∥∥
p
.
Pour cela on fait appel au théorème de convexité de Riesz–Thorin dont l’énoncé convenable dans
ce contexte est le suivant. 
Théorème de Riesz–Thorin. On considère deux valeurs 1 p0,p1 ∞, p0 = p1 ainsi qu’un
opérateur T sur l’espace des sections (modulo égalité presque partout) du fibré des -formes.
On suppose que T applique Lp0(ΛM) dans lui-même avec une norme qui ne dépasse pas M0 et
d’autre part que T applique Lp1(ΛM) dans lui-même avec une norme qui ne dépasse pas M1.
Alors pour tout 0 < θ < 1 et p défini par : 1
p
= 1−θ
p0
+ θ
p1
, T applique Lp(ΛM) dans lui-même
avec une norme qui ne dépasse pas M1−θ0 M
θ
1 .
On applique ce théorème avec p0 = 1, p1 = 2, θ = 2p′ et T = ∂∂s P s+ t04 . L’énoncé ci-dessus
avec les inégalités (2.4) et (2.5) montrent que∥∥∥∥ ∂∂s P s+ t04 ω
∥∥∥∥
p

(
c′eαs
)1−θ (
ce−τs
)θ = c′′e(α(1−θ)−τθ)s .
Il s’ensuit que si l’on prend q0 = 2(α+τ)α+2τ on a q ′0 = 2(α+τ)α pour q0 < p < q ′0 et∥∥∥∥ ∂∂s P s+ t04 ω
∥∥∥∥
p
 ce−γ (p)s
avec γ (p) = α − 2
p′ (α + τ). En effet par dualité, il suffit de montrer l’inégalité ci-dessus pour
q0 < p < 2 en prenant θ = 2/p′, on voit que
(1 − θ)α − τθ =
(
1 − 2
p′
)
α − 2τ
p′
= α − 2
p′
(α + τ) < 0.
Finalement, on a bien :
‖ω − Hω‖ =
∥∥∥∥∥
∞∫
0
∂
∂s
P s ω ds
∥∥∥∥∥ c‖ω‖p et ‖Hω‖p  c‖ω‖p.
Lemme 2. Pour tout ω ∈ C∞0 (ΛM), on pose Gω =
∫ ∞
0 P

t (1 − H)ωdt . Il existe p1 avec 1 <
p1 < 2 et c > 0 tels que pour tout p1 < p < p′1 et pour tout ω ∈ C∞0 (ΛM), on ait :
‖Gω‖p  c‖ω‖p.
Preuve. Soit ω de classe C∞ à support compact. On pose ω0 = ω − Hω, et l’on veut prouver
que :
∥∥∥∥∥
∞∫
P t ω0 dt
∥∥∥∥∥
p
 c‖ω‖p pour p1 < p < p2
0
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∞∫
0
P t ω0 dt =
∞∫
0
P t (1 − H)ωdt.
Pour p = 2, puisque 〈ω ,ω〉 c‖ω‖2 sur H⊥2 :∥∥P t (1 − H)ω∥∥2  ce−τ t‖ω‖2.
Soit  suffisamment petit devant τ . On pose θ0 = α+α+τ alors θ0 < 1 et
1
p0
= 1 − θ0
q
+ θ0
2
où q = 2(α + τ + )
α + 2τ .
On remarque, par le lemme précédent, que q > q0 et on constate que :
α(1 − θ0) − θ0τ < 0.
Si 1
p
= 1−θ1
q
+ θ12 avec θ0  θ1 < 1 alors p0  p < 2 et réciproquement si p0 < p < 2, 1p =
1−θ
q
+ θ2 avec θ0 < θ  1 et α(1 − θ) − θτ < 0.
Soit 1
p
= 1−θ
q
+ θ2 . Pour q on a vu, Lemme 1 :∥∥P t (1 − H)ω∥∥q 
∥∥P t ∥∥q→q
∥∥(1 − H)ω∥∥
q→q

∥∥P t ∥∥q→q‖ω‖q + ‖Hω‖q
 c
∥∥P t ∥∥q→q‖ω‖q (d’après le Lemme 1)
 ceαt‖ω‖q (d’après [4]).
Si p = 2, ‖P t (1 −H)ω‖2  ce−τ t‖ω‖2. En utilisant le théorème de Riesz–Thorin précédent, on
trouve que∥∥P t (1 − H)ω∥∥p  ceα(1−θ)t e−θτ t  ce−γ (p)t
où γ (p) = θτ − α(1 − θ). Comme P t (1 − H) est auto-adjoint, on a :∥∥P t (1 − H)ω∥∥p  ce−γ (p)t pour q < p < q ′ .
Il en découle que
∥∥∥∥∥
∞∫
0
P t (1 − H)ωdt
∥∥∥∥∥
p
 c‖ω‖p pour q < p < q ′, on prend p1 = q (2.6)
et ∥∥∥∥∥
∞∫
0
P t ω0 dt
∥∥∥∥∥
p
 c‖ω0‖p  c‖ω‖p (2.7)
ce qui termine la preuve du lemme. 
Fin de la démonstration du théorème. On voit sans peine que
ω = Gω + Hω = Gω0 + Hω = dδGω0 + δdGω0 + Hω, où ω0 = (1 − H)ω.
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∞∫
0
P t t
− 12 (1 − H)ωdt = − 12 (1 − H)ω (2.8)
et ∥∥− 12 (1 − H)ω∥∥
p
 c‖ω‖p pour p1 < p < p2 (p1 et p2 viennent du Lemme 2)
d’après (2.6).
On veut montrer que
‖δdGω0‖p  c‖ω‖p et ‖dδGω0‖p  c‖ω‖p.
Comme M˜ est à géométrie bornée, pour toute constante γ suffisamment grande, on a (voir [1]
ou [5]) :
‖dω0‖p + ‖δω0‖p  c
∥∥( + γ ) 12 ω∥∥
p
.
Mais la fonction f (x) = (1 + x) 12 − x 12 , pour x > 0, est la transformée de Laplace d’une mesure
bornée sur R+ [1], par conséquent
√
γ
((
1 + x
γ
) 1
2 −
(
x
γ
) 1
2
)
= (x + γ ) 12 − x 12 = √γ
∞∫
0
e
− x
γ
t
dμ(t)
et
( + γ ) 12 −  12 = √γ
∞∫
0
e
− t
γ dμ(t).
Il s’ensuit que :
∥∥(( + γ ) 12 −  12 )ω∥∥
p
 c
∞∫
0
∥∥e− tγ ∥∥
p→p‖ω‖p dμ(t).
D’après le résultat antérieur
∞∫
0
∥∥e− tγ ∥∥
p→p dt 
∞∫
0
e
(α(1−θ)−θτ) t
γ dt < c
dans l’intervalle que nous considérons et il en résulte que :
∥∥(( + γ ) 12 −  12 )ω0∥∥p  c‖ω‖p.
Alors :
‖dω‖p + ‖δω‖p  c
∥∥ 12 ω∥∥
p
+ c‖ω‖p
et d’après (2.8)
‖dω0‖p + ‖δω0‖p  c
∥∥ 12 ω0∥∥ .p
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Puis
dδGω0 = dδ− 12 − 12 ω0 = − 12 dδ− 12 ω0
car dδ commute avec . Par conséquent
‖dδGω0‖p 
∥∥− 12 d∥∥
p→p
∥∥δ− 12 ω0∥∥p  c‖ω0‖p.
On a la même estimation pour
‖δdGω0‖p  c‖ω0‖p.
De plus
‖δGω0‖p + ‖dGω0‖p  c
∥∥ 12 Gω0∥∥p = c
∥∥− 12 ω0∥∥p  c‖ω0‖p  c‖ω‖p.
Considérons p1 < p < p2. Si ω est C∞, il est clair que Hω est harmonique par la théorie L2. Si
ω est dans Lp , la continuité de H et la densité de C∞0 dans Lp entraine que Hω est harmonique
et est dans Lp . Soit ω dans Lp , d’après la décomposition précédente,
ω = dω1 + δω2 + ω3
avec δω1 ∈ Lp , dω2 ∈ Lp , et ω3 ∈ Lp et harmonique. Si dω = 0, dδω2 = 0 et, comme δ2ω2 =
0, δω2 est harmonique, puisque (1 − H)δω2 = δω2, Hδω2 = 0, ∂∂t P t δω2 = Pt δω2 = 0 et
δω2 = Hδω2 = 0 car Hω = limt→∞ P t ω, P t δω2 = δω2. Il s’en suit que dω = 0 implique que
ω = dω1 + ω3, avec ω1 ∈ Lp , ω3 = 0. Les classes de cohomologie sont donc représentées par
des formes harmoniques. 
Remarque. On peut peut-être faire plus court sur la fin de la preuve du théorème.
3. Un corollaire
Corollaire. Soient p1 et p2 comme ci-dessus et p1 < p < p2. On suppose que le rayon d’injec-
tivité de M est minoré. Alors dim(Hp) est finie si, et seulement si, dim(H2) est finie. De plus
dim(Hp) = dim(H2).
Preuve. On suppose p < p0 alors il est clair queHp ⊂Hp0 . En effet, soit ω ∈Hp ; alors P t ω =
ω et
‖ω‖p0 
∥∥P t ω∥∥p0 
∥∥P t ∥∥p→p0‖ω‖p,
mais (voir [2]) :∥∥P t ∥∥ ce−δ˜2(x,y) = K(x,y).
Pour x fixé, K comme fonction de y est dans Lq avec 1
p0
= 1
p
+ 1
q
− 1, avec une norme indé-
pendante de x. De même pour y fixé, K comme fonction de x est dans le même Lq . Soit
K
(‖ω‖)(x) =
∫
K(x,y)‖ωy‖dσ(y).M
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p0
 c1‖ω‖p
d’après [3], et ω0 est dans Lp0 , de plus :
dim(Hp) dim(Hp0) dim(H2).
L’espace dual de Hp est Lq(ΛM)/H⊥p , avec 1p + 1q = 1, où H⊥p est l’orthogonal de Hp
dans Lq(ΛM). Il est de dimension finie si, et seulement si, Hp est de dimension finie. De
plus, d’après la décomposition précédente, Lq(ΛM)/H⊥p  Hq . Par conséquent dim(Hp) =
dim(Hq). En supposant p1 < p  2, on a les inégalités suivantes :
dim(Hp) dim(H2) dim(Hq) = dim(Hp).
Finalement,
dim(Hp) = dim(H2). 
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